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75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 2
Vorwort
Es wurden zwei Gruppen von Aufgaben gestellt A und B
Teil A ist von allen Prifungsteilenhmern zu bearbeiten.
Aufgabe A0 ist ohne Zuhilfenahme von Tafelwerk oder Taschenrechner zu
bearbeiten. Bearbeitungsdauer 45 Minuten.
Zusatzlich ist von den Aufgaben A1, A2 und A3 sind zwei auszuwahlen @
Teil B ist fur Prifungsteilnehmen, die die Priifung unter erhéhten Anforderungen (LK-Niveaub
ablegen.
2
Diese Schiiler missen die Pflichtaufgabe B0 ohne Hilfsmittel bearbeiten
und zusatzlich aus den Aufgaben B1 und B2 eine auswahlen. Q
Dieser Aufgabensatz enthalt Aufgaben, die mit CAS zu bearbeiten sind. @

Ich habe dennoch auch alle Lésungen ,manuell” gelést, und zwar aus zwei %
e

1. Schiiler, die diese Aufgaben durcharbeiten, wollen wiederholen. D prt, dass man die
manuellen Methoden kennt, auch wenn in der Prifung das Hilfs zugelassen ist,
was fur die Mathematik-Fahigkeiten eher negative Wirkung h

2. Es gibt sicher auch interessierte Leser, die nicht mit CAS awgei
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75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 3

A1 Analysis

Gegeben sind die Funktionen f und g mit ihren Gleichungen

f(x)=-x"+2x*+1 und g(x):—ix“+ix2—g mit xeR.
1280 40 5

1.1 Berechnen Sie fur den Graphen von f die Koordinaten der-Schnittpunkte mit den

Koordinatenachsen sowie der Extrempunkte und bestimmen Sie die Art der Extrema.
Zeichnen Sie diesen Graphen im Intervall -2 <x <2 in ein geeignetes Koordinatensystem.e @

1.2  Die Gerade mit der Gleichung y = 1,5 schliel3t mit dem Graphen von f mehrere Fléchea .

vollstandig ein. Bestimmen Sie den Gesamtinhalt dieser Flachen.
1.3  Weisen Sie nach, dass sich die Graphen von f und g nie unter einem rechte%fel schneiden.

1.4 In der Praxis werden Fliissigkeiten in oben

offenen Auffangbecken gespeichert, deren

al —

Boden gewdlbt ist und deren ebene Stirnflachen D
senkrecht nach unten verlaufen. stmAache
Die mit A, B, C und D bezeichneten Eckpunkte

des Beckens bilden ein Rechteck mit AB = 5 m. Abbildung 1

Ein solches Becken hat Gberall denselben Qu
Im Modell wird dieser Querschnitt unten du e Parabel und oben durch eine Gerade
begrenzt (siehe Abbildung 1). Im Kooré ystem liegen die Gerade auf der x-Achse
und die Parabel symmetrisch zr yWgichse.

Die Parabel wird durch de h er Funktion g im Intervall -4 <x <4 erfasst.
Eine Langeneinheit en%ich ei einem Meter.

1.4.1 Aus Sicherheitsgri
30° sein. Agfter
Uberpriifén ob die Errichtung eines Zauns fur dieses Auffangbecken auch entlang der
Seiten ABgnd CD erforderlich ist.

jrfen die Wande ungesicherter Auffangbecken nirgends steiler als

ussen sie umzaunt werden.

itterungseinflisse wird dieses Becken

it®iner an den Stirnseiten offenen
@Kunststoﬁhaube geschutzt (siehe Abbildung 2). i .

Ihr Querschnitt wird durch den Graphen der

Funktion q(x)=-1x*+2 im Intervall -4 <x <4

modelliert (x € R) . Bestimmen Sie die GroRe
der Flache der Abdeckung. Abbildung 2

1.4.3 Das Auffangbecken ist bis zu einem Drittel seiner Hohe gefillt. Ermitteln Sie, wie viel

Liter FlUssigkeit noch in dieses Becken flieRen kdnnen, sodass es randvoll gefullt ist.
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A2 Analytische Geometrie

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Punkte A(5|-2|-2),
B(314|-1) und C(-3|1]|1).

21

2.2

2.2.1
222

223

224

23

2.3.1

232

233

2

Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Punkte A, B und C liegen.

Berechnen Sie die Koordinaten des Durchstol3punktes der z-Achse durch E.
Weisen Sie nach, dass der Punkt D mit den Koordinaten D(2|-3,5|-1) in E liegt.

66

Die Punkte A, B, C und D bilden die Grundflache einer Pyramide ABCDS mit der Spié’

S(31-617).
Y4
Untersuchen Sie, ob ABCD ein Parallelogramm ist. @

Stellen Sie die Pyramide grafisch dar. \

Bestimmen Sie rechnerisch die Héhe h der Pyramide und die C%es Winkels,
der von den Seitenkanten AS und BS eingeschlossen w@
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. .

Gegeben sind jetzt weiterhin die Punkte P@ k) mit keR.

Bestimmen Sie den Wert von k so, d@/ektoren AB und A—PI orthogonal sind.

Berechnen Sie fur jedes der‘Dr i8gke ABPy den Flacheninhalt in Abhangigkeit von k.

Fir einen Wert von k ist Fl@sheninhalt minimal.

Berechnen Sie fiir di n den Flacheninhalt.

Bestimmen Sie aI*‘e von k, fur die folgende Aussage gilt:
Der Pun (@ i

) liegt in der jeweiligen Ebene ABP.

/

O
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A3 Stochastik

Die Verwaltung einer Stadt in Mecklenburg-Vorpommern gab als Veranstalter eines Volksfestes 2008
eine reprasentative Umfrage in Auftrag, die Uber Wirtschaftswert des Volksfestes, Besucherstruktur,
Image und Unterhaltungswert Auskunft geben sollte.

Die Uberwiegende Mehrheit der Festbesucher kam mit 72% aus M-V (M), 9% der Gaste reisten aus

den Ubrigen deutschen Bundeslandern (D) an. Die restlichen 19% der Festgaste kamen aus dem @
Ausland (A). 6

3.1 Bei der Umfrage wurden zwei Besucher nach inrem Herkunftsort mit den Antwoﬂmégl@%
M, D, A befragt.
Stellen Sie fur dieses Zufallsexperiment ein vollstdndiges Baumdiagramm aw

geben Sie eine Ergebnismenge Q an. Q

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

] E1: Beide Besucher stammen aus Mecklenbur

] E2: Mindestens ein Besucher kommt aus sfand.

3.2 Die Zufallsgrofie X beschreibt die Anzahl der ausl@eRBesucher bei einer

Befragung von 5 Personen.

Begriinden Sie, dass X als binomialver@esehen werden kann.
Berechnen Sie fir jeden Wert von X,die rscheinlichkeit und stellen Sie diese
Wahrscheinlichkeitsverteilungﬁr i dar.

3.3  Vier Besucher wurden % ihrer Anfahrt befragt. Ein Grof3teil der Besucher benutzte

offentliche Verkehrsmifte , die anderen private Fahrzeuge (P).

" Genau drei Personen fahren mit einem privaten Fahrzeug.

Geben SK@% Ereignisse als Teilmengen der Ergebnismenge an.

/ E4: Die dritte Person fahrt mit 6ffentlichen Verkehrsmitteln.

riwylieren Sie das Gegenereignis von E4 in Worten.

2

Der Aufgabentext wird auf der folgenden Seite fortgesetzt.
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75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 6

3.4 Das Volksfest war ein Fest fur alle Generationen, Jung und Alt feierten gemeinsam.
So hatte die Altersgruppe ,30 Jahre und alter" einen Anteil von 53%.
Weibliche Besucher waren mit 49% vertreten.

Rund 6% aller Festbesucher waren Kinder (unter 14 Jahre).

3.4.1 Man geht bei der Befragung davon aus, dass die Eigenschaften ,Geschlecht" und

,,Alter" voneinander unabhangig sind. E @

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass bei einer Befragung die Person
> mannlich und ,unter 30" ist. 6,
> weiblich und nicht ,unter 30" ist. Q

/

Am Eingang einer bei allen Festbesuchern besonders beliebten Attraktion wird ge@wie viele der

Besucher Kinder sind. ®

3.4.2 Es werden 120 Besucher dieser Attraktion befragt. Die Befragu@n als Bernoulli-Kette

aufgefasst werden.

Mit wie vielen Kindern muss bei der Prifung gerechngt weNen?

L 4
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, d r den 120 Befragten
» genau 10 Kinder sind.
» mindestens 2, aber@r als 8 Kinder gefunden werden.

3.4.3 Berechnen Sie, wie viele Pgs &efragt werden missen, um mit einer
Wabhrscheinlichkeit von n‘&s % mindestens zwei Kinder unter den Besuchern

or
O/
O
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B1 Analysis und Stochastik

Rand
In einem kartesischen Koordinatensystem wird

eine Flache durch die Graphen der Funktionen f
und a, die x-Achse sowie die Geraden x; = -1 _—_— r
und x; = k (k > 0) begrenzt.

mhm——————————
=

-1

Esgilt f(x)=13Vx und a(x)=-0,001x>-0,002x* +0,35x+2 mit kxeR. @

Diese Flache erzeugt bei der Rotation um die x-Achse einen Kdrper. Hierbei stellen im Achse hni&
(siehe Zeichnung) der Graph von f die Innenwand und der Graph von a die Auflenwand ej es
dar. Die Geraden bilden den Boden bzw. den oberen Rand des Glases. C

Die Dicke der Glaswand wird fur x > 0 zwischen Aufden- und Innenwand parallel z@oden
gemessen; die Hohe vom Boden aus. Dabei entspricht eine Einheit einem W :

Um Isolierglaser herzustellen, wird der Raum, den die rotierende Flache e& evakuiert.

1.1 Ermitteln Sie den Innendurchmesser des Glases in einer H cm.
Berechnen Sie die Hohe des Glases unter der Vorausset , ¥ass der Rand etwa
2 mm stark ist. *
Weisen Sie nach, dass die Dicke der Glaswand ten nach oben betrachtet

standig geringer wird.

1.2 Dieses etwa 11 cm hohe Glas soll zu z@eln des moglichen Gesamtvolumens
mit Flussigkeit gefullt werden.‘o

Ermitteln Sie, wie weit die ¢ unterhalb des Randes steht.

Berechnen Sie die GroQe des§vakuierten Raumes.

1.3 In der Héhe von 8 5+d zur Verzierung ein Schliff parallel zum Boden rund um das Glas
ausgefuhrt PreiQ€itPre Schliffe flhren von diesem ersten aus senkrecht bis zum Boden.
Berechnen Si§die Zeit zum Anbringen aller dieser Verzierungen, wenn fur 1 cm

etwa BSeiflinden bendtigt werden.

1.4 anWeilld aus Erfahrung, dass bei der Produktion dieser Isolierglaser fehlerhafte Produkte mit

iner Wahrscheinlichkeit von etwa 1,5 % auftreten. Eine Tagesproduktion umfasst 2000 Glaser.

4.1 Geben Sie den Erwartungswert an und berechnen Sie die Standardabweichung fir

die zufallige Anzahl fehlerhafter Glaser in einer Tagesproduktion.

1.4.2 Ermitteln Sie die Hochstzahl fehlerhafter Glaser in der Tagesproduktion, bis zu der
man mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % noch davon ausgehen kann, dass

sich die Fehlerquote nicht erhéht hat.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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B2 Analytische Geometrie

In einem kartesischen Koordinatensystem kann die Lage der Startbahn eines Flughafens

folgendermallen beschrieben werden:

Die x-Achse verlauft von Westen nach Osten und die y-Achse von Siden nach Norden.

Die z-Koordinate entspricht der Hohe (alle Einheiten in km). Die 3,5 km lange Startbahn

beginnt im Koordinatenursprung und verlauft in Nord-Ost-Richtung, die Spitze eines Sendemastes @
befindet sich im Punkt S(-1|-1]0,02). 6
Die bei den nachfolgenden Flugzeugen betrachteten Abschnitte von Flugbahnen werden als
Geraden modelliert. Ein Flugzeug 1 fliegt in der Startphase von A(6|6|1) nach B(18 1

*

Flugzeug 2 befindet sich im Landeanflug von Punkt C(—20 | —22] 6) in Richtung zum

Punkt D(-8]-10]5) @
2.1 Berechnen Sie den Steigungswinkel von Flugzeug 1 auf dem Weg @, B.

2.2 Zum selben Zeitpunkt, in dem sich das Flugzeug 1 im Punkt @ passiert Flugzeug 2 den
Punkt C.

Untersuchen Sie, nach welcher Zeit beide Flugzeuge § glgl e Flughdhe haben,

wenn man voraussetzt, dass sich beide mit einer en Geschwindigkeit von

250 km/h bewegen.

2.3 Bestimmen Sie die kiirzeste Entfernun@veiten Flugzeuges zur Spitze des Sendemastes.

2.4 Begrunden Sie, dass der Pun’k& | 2| 0) auf der Startbahn liegt.
S

Gaste auf der BesucherterK Flughafengebaudes haben den Start von Flugzeug 1
beobachtet. Es war de®ich zu®rkennen, dass das Flugzeug vom Abheben von der Startbahn

bis zum Punkt A de st€ller aufgestiegen ist als spater von A nach B.

Ein Gast&l@as waren ja mindestens 30 Grad". Uberpriifen Sie diese Behauptung.
at sic

Spater h in drittes Flugzeug von dieser Startbahn vom Startpunkt E aus mit einem

kons, Steigungswinkel von 10,5° zum Punkt A bewegt.

n Sie die Koordinaten von E.

@ ie Besucherterrasse wird von einem Sonnensegel in Dreiecksform beschattet. Bei leerer
Terrasse fallt der Schatten des Segels vollstandig auf den Terrassenboden. Der Boden liegt in
der Ebene T mit der Gleichung: z-0,01=0. Die Eckpunkte des Sonnensegels befinden sich in
den Punkten U(0,5|0,005|0,015), V(0,49]00,012), W(0,51/0]0,012).
3
Die Sonnenstrahlen verlaufen in Richtung (—2}
-1
Berechnen Sie die GroRRe der Flache des Sonnensegels in m?

Vergleichen Sie diese Grol3e mit der GrofRe des Schattens des Sonnensegels.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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Losung: A1 Analysis

Gegeben sind die Funktionen f und g mit ihren Gleichungen
9
4 " X2

f(x)=—x*+2x*+1 und = x'+—
(x)=-x"+2x"+1 und g(x) 280" T 20

—g mit xeR.
5

1.1 | Berechnen Sie fur den Graphen von f die Koordinaten der-Schnittpunkte mit den

Koordinatenachsen sowie der Extrempunkte und bestimmen Sie die Art der Extrema. @
Zeichnen Sie diesen Graphen im Intervall -2 <x <2 in ein geeignetes Koordinatensystem.

Schnittpunkte von K; mit der x-Achse: y=0, d.h. f(x)=0 < -x'+2x*+1=0 6’
Diese biquadratische Gleichung I&st man z. B. mit der Substitution u = x>. Q
2+ -2+ {
Dann entsteht: U +2u+1=0 = u, = 2+ 24+4: 28 jﬁzuﬁ
Riicksubstitution: Uu=1+v2=x" = x,,=+/V2+1~ i&:

u, = 1-42 <0 Damit wére x* < keiner Losung fiihrt.

Ergebnis: Ny, (V2 +1 o) ~ (+155]0)

L 4
Schnittpunkte von K; mit der y-Achse: x=0 = @) =1
Ergebnis: S (0]1) $
Ableitungen: f'(x)=-4x’ @ f"(x)=-12x" + 4
Extrema:
KA

Notwendige Bedingung: f' 0 & -4x°+4x=0 < 4x(—x2 +1) =0
1. Faktor § 0: Xgq =

f'(+1)=-12+4<0 = Maxima

2. Faktor & XP =1 © Xy, =21
Hinreichende Be@ : f"(0)=4>0 = Minimum
(

+
y-Koordinaten® f(0)=1 I
4 f(+1)=—1+2+1=2 y

E @ T(0[1), H,,(£1]2).
& I

L B

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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1.2 |Die Gerade mit der Gleichung y = 1,5 schliel3t mit dem Graphen von f mehrere Flachen

vollstandig ein. Bestimmen Sie den Gesamtinhalt dieser Flachen.

Schnittstellen von K; und der Geraden:

X' +2x°+1=15 o —-x*'+2x*-05=0 < x4—2x2+%:0

2+ 4411 24
BN EC AR
Rucksubstitution: x° =1+1v2 = xg, = +/1+ 142 ~ +1,307 1y

X2=1-142 = Xg, = *1-12 ~ +0,541 27

Da f (wegen der geraden Exponenten) symmetrisch zur
y-Achse ist, sind A; und A, gleich grof3:

Substitution: u=x*: U’ -2u+1=0 Uy,

1,307
A+A, =2 [ (f(x)-15)dx ~0,493

0,541

# Edit Aktion Interaktiv

0,541

Ay =2 O'Tu(ms ~f(x))dx =2 | (f(x)~15)dx

0

=2 [ (f(x)-15)dx ~ 0,348

0,541

Gesamtflache: A=A +A,+A, =0,841

0.493
Da es sich um Aufgaben mit CAS handelt, (—x1+2x2-0.5)dx
wird diese Rechnung auch entsprechend sl
ausgefiihrt. Hier mit CASIO ClassPad. 0.348
(hier die PC-Version) 0.348+0. 493
0.841
0‘ =

1.3 ‘Weisen Sie nach, dass sic& hen von f und g nie unter einem rechten Winkel schneiden.

Der Schnittwinkel von Kurve Mmmer an Define f(x)=—x%*+2x2+1
den Tangenten im Sch@ t gemessen. done
i =d
Dazu benétigt die ittstellen und Define f1(x)=_~(f(x))
darin die Tangerﬁns igungen: done
. o Define g(x)=—129Wx4+%x2—%
Bei orthogd @ Schnitt gilt:
4 . done
XW9'(xs) = -1 )

Define gl ()()=i (g(x))
dx

ofpungsmoglichkeit: ) done

chnittstellen +£1,672 berechnen und dann (*) Solve(F(x)=g(x), ) (x=1. 672, ==1. 6723}

kontrollieren. Ergebnis: f'(xs)-g'(xs) # —1 £1(1.672)*gl(1.672)

=7.457
2. Lésungsmaoglichkeit: ‘> Solve (1 (x)*gl (x)=—1, x)
Man Uberprift, an welchen Stellen die {x=-3. 995, x=-1.195, x=1. 195, x=3. 995}

Tangenten orthogonal sind, indem man die Gleichung f'(x) . g'(x) =—1 l6sen lasst.
Man erhalt 4 Stellen. Das diese aber nicht mit den Schnittstellen ibereinstimmen, liegt an diesen

kein orthogonaler Schnitt vor.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 12

1.4

1.4.1

In der Praxis werden Flussigkeiten in oben c

offenen Auffangbecken gespeichert, deren o

al —

Boden gewdlbt ist und deren ebene Stirnflachen
senkrecht nach unten verlaufen. ° W
Die mit A, B, C und D bezeichneten Eckpunkte

des Beckens bilden ein Rechteck mit AB =5 m. Abbildung 1

Ein solches Becken hat Uiberall denselben Querschnitt. e @

Im Modell wird dieser Querschnitt unten durch eine Parabel und oben durch eine Gerade
begrenzt (siehe Abbildung 1). Im Koordinatensystem liegen die Gerade auf der x-Achs P
und die Parabel symmetrisch zur y-Achse.

Die Parabel wird durch den Graphen der Funktion g im Intervall -4 <x <4 erfasjo

Eine Langeneinheit entspricht dabei einem Meter.

Aus Sicherheitsgriinden dirfen die Wande ungesicherter Auﬁan% nirgends steiler als

307 sein. Andernfalls miissen sie umzaunt werden. Q
Uberpriifen Sie, ob die Errichtung eines Zauns fiir diesegafu ecken auch entlang der

Seiten AB und CD erforderlich ist. .

L 2
WISSEN: Die maximale Steigung liegt stets Wendepunkt vor.

Berechnung der Wendestelle von g.

Gogeben:  9(0) =15 45 §$

. 9 .* ‘<\» 27 , 9 27
Abl t . ! B — q- , " J— -, " - _
erHngen g'(x) 320&\50} 9"(x)=~320% *20 9" (%)= ~1g0*
Wendepunkt: g"(x):o&_%}xﬂ;—o:o | .L__3227°J
0 16 6 4 4
2 57 =0 o X2 —?:0 = XW1,2 =* ? :i—\/g :_g\/g z-_f—2,31

Kontrolle: 2,31)<0 = Maximale Steigung 9'(2,31)=0,69 =69% > 30%

g
/
O g"(-2,31)>0 = Minimale Steigung=maximales Gefalle.
9'(-2,31) =-0,69 = -69%, das ist auch steiler als 30%.

@ gebnis  Man bendtigt einen Zaun.

2
CAS: Define 32(:-:)=d—2(g(x)) 83(2.309)
& —0.390

done||g3(-2. 309)

Define g3(x)=£(g(x)) ekl
dx3 gl (2.309)
done 0.693
Solve (g2 (x)=0 gl(-2.309)
{x=-2.309,x=2. 309} —0.693

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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1.4.2 Gegen Witterungseinfliisse wird dieses Becken

¥
mit einer an den Stirnseiten offenen //\
Kunststoffhaube geschutzt (siehe Abbildung 2) c : B

Ihr Querschnitt wird durch den Graphen der /T\/
H 2 . ) A X

Funktion q(x)=—-¢x"+2 imIntervall -4 <x <4 —DF

modelliert (x e R) . Bestimmen Sie die GroRe

der Flache der Abdeckung. Abbildung 2 e @

Die Oberflache ist ein gebogenes Rechteck. Die Lange ist die Ldnge des Parabelbogens: e
L 2

L= 2}./1+(q'(x))2dx = 2}1/1+(—%x)2dx - 2f1/1+%x2 dx 2]3 [14oxax C)
0 0 0

Die Breite ist mit AB =5 m angegeben. ans¥5

Ergebnis:  Die Flache betragt etwa 45,91 m>.

9.182

4

45.912

14.3 Das Auffangbecken ist bis zu einem Drittel seiner Hohe gefiill
Liter Flissigkeit noch in dieses Becken flieRen kdnnen, soglgs a

ndvoll gefiillt ist.

n Sie, wie viel J

Querschnittsflache:

C — ¥
4 V'S -
Q=2-[(-g(x))dx = 7,69 m’ '
0 —0

-4 2 -1 0
-1

Volumen: V=Q-AB=7,69-5m’ ~ 38,400 m®
Aus g(0) =-%=-18 folgt, dass der tiefst Punsei y =-1,8 liegt.

CAS:

Also ist die maximale Tiefe 1,8 m. E@davon sind 0,6 m. Der Fullstand liegt dann beiy = -1,2.

Schnittstelle mit der Kurve Kg:

g(x)=-12 = x,, =§q1'3
Neue Querschnittsflache m% \Solve(g(x):—l. 2,x)
N
e

der oberen Linie y ‘@
Begrenzung y :&

1713
~1,2-g(x))dx =1,343

1.713
2[ (-1. 2-g(x))dx
0

ansk5

|

r unteren {x=-1.713,x=1.713, x=—5. 391, x=5. 391}

1.343

6.715

m|t AB =5 m angegeben.

fulltes Volumen:
V,=Q-5m~6,715m’
och leeres Volumen:

AV =V -V, =384-6715=31685 (m°)=~31700 Liter

Friedrich Buckel
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Losung: A2 Analytische Geometrie

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Punkte A(5|-2|-2),

B(34]-1) und C(-3]1]1).

2.1 [Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Punkte A, B und C liegen. J

Ich zeige drei verschiedene Lésungsverfahren:

1. Methode: Aufstellen der Parametergleichung, die dann umgewandelt wird. 6@
5 -2 -8
=|-2|+r| 6 |+s| 3 ¢
-2 1 3

xi

E: X=a+r-AB+s-AC d. h.

x=5-2r-8s (1) p 4
Aquivalentes Gleichungssystem: y=-2+6r+3s; (2)

z=-2+r+3s (3)
Elimination von s durch (2) - (3): y— = r= %(y@—%z
Berechnung von s durch Einsetzenin (3): z=-2+ y -+z+3

=2z-1y+2 Ty+2z+2
rund s in (1) ersetzen: =5-2(1y- y+152+
24 Sy 87—

6y +6z+8y—-48z-80

[y——2+6r+33
| z=—2+1r+3s

Ergebnis: E: 15x—2y+422=—
r,s

Y—Z —(y—6+z-10)
{‘“‘ 5 5 15 }

Man kann dieses Verfahren genau mit elnem CAS

wimplify (x=5-2r—8s| ans

durchfiihren, also aus (2) u s berechnen
X=2-y—-‘12-z—5
und dieses dann in (1) elns d dann vereinfachen. 15
15%kans
15+x=2+y=42z=5
2. Methode: er Ek des Normalenvektors mit dem Skalarprodukt.

n, 1 3
0 QI. Also gilt: AB-

@ imination von ng durch (2)-3-(1): -2n,-15n,=0 = n,=-2n,
Bei 2 Gleichungen mit 3 Unbekannten kann mein eine frei wahlen, z. B. n, = 2:

Das ergibt n, =-15.Aus (1) folgtdann n, =2n,-6n, =-30-12=-42

-2 -8
1 [ —
Die Normalgnv&ktoren n = nzj der Ebene E sind zu den Vektoren AB :[ 6 J und AC :[ 3 J
n
n

=0 & -2n,+6n,+n, =0 ()
0 & -8n,+3n,+3n,=0 (2)

-15
Der Vektor n = [ 2 J ist also ein Normalenvektor von E:  —15x+2y —42z =k
—42

Punktprobe mit A(5|-2|-2) ergibt: k=-75-4+84=5

Ergebnis: E: -15x+2y-42z=5
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Mit einem CAS kann man diese Methode so durchfiihren: —2a+6b+c=0
. .. —8a+3b+3c=0
Man berechnet manuell das Gleichungssystem und 16st o=y b
- a, D, C
es dann so. Um die Brliche zu beseitigen setze ich dann Bor . o5
: {o=T11+b=31o=r}
r=42ein.
ans |r=42
{a=15, b=-2,c=42}
——T—
dotP(|b], |6
Man kann aber auch diese beiden Gleichungen damit lc] |1 |
aufstellen und sie dann wie zuvor gezeigt I6sen lassen.
al [-8]
dotP(|b],|3

+b+3+c=0

15 5
od-e]. |2
421 1-2

15+x—2+y+42+z=—5

Die Ebenengleichung lautet als Normelanform so: n-x =k

k bestimmt man durch die Punktprobe, z. B. mit A.

Setzte man also A ein, folgt: k=n-a,

Damit lautet die Ebenengleichung allgemein so: n-x=n-a.

Genau dies habe ich rechts im 3. Screenshot eingegeben rhélte die Ebenengleichung.

3. Methode: Berechnung des Normalenvektors@m*/ektorprodukt.

WISSEN:  Das Vektorprodukt ABx AC ergib&®iden Vektor, der auf AB und AC

senkrecht steht, also ein l\@n ktor von E ist.
<9

(2 -8 15 ——2—=8—
ABxAC=| 6 |x| 3 |= -2 Kreuz-Schema: 6 3
1 3 42 1 >< 3
15 —62 38
Der Vektor n=| -2 | t ein Normalenvektor von 4 3
4

. Punktprobe mit A(5|-2|-2) ergibt: k=75+4-84=-5

E: 15x& d
Ergebnis: E: 15x-2y+42z=-5
-2 -8
crossP([G l,[S l)én
1 3

/

O

S berechnet man genauso den Normalenvektor

er das ,Kreuzprodukt® und speichert das Ergebnis 15
als Vektor n ab. -2
42
Dann ist die Erstellung der Ebenengleichung in der Form X 5
n-X=n-a (s.oben)nurnoch eine Zeile. dotP (n, |y |)=dotP(n, [-2]|)
z -2
Hinweis: Diese dritte Methode ist die effektivste. 15+x—2+y+42+2=—5

Sie ist mit dem wenigsten Aufwand erledigt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 16

[ Berechnen Sie die Koordinaten des Durchstol3punktes der z-Achse durch E. ]

Alle Punkte auf der z-Achse haben x =y = 0. Setzt man dies in die Gleichung von E ein,
erhalt man: 15.[0]-2-[0]+42z=-5 = z=-%
Ergebnis: S,(0101%)

{Weisen Sie nach, dass der Punkt D mit den Koordinaten D(2 |-3,5] —1) in E liegt. ]

Diese kindische Aufgabe wird durch eine Punktprobe erledigt: 6®

15.[2]-2.[-3,5]+42.[-1]=30+7-42=-5 6

*

2.2 Die Punkte A, B, C und D bilden die Grundflache einer Pyramide ABCDS mit de Qe

S(31-617). @
2.21 [Untersuchen Sie, ob ABCD ein Parallelogramm ist. ] ®

Ein Viereck ist ein Parallelogramm, wenn zwei Gegenseiten @nd gleich lang sind.
Vektoriell bedeutet das, dass AB =DC gelten muss: (o&\ BC)
(=2 (-3 2 -5
AB=| 6 |, DC=| 1 |-|-3,56|=|4,5|. Diese er sind jedoch nicht gleich.
1 1 -1 2

Also ist ABCD kein Parallelogramm. $
222 [Stellen Sie die Pyramide grafisch da@ (Hier mit MatheGrafix)

O

St
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223 [Bestimmen Sie rechnerisch die Hohe h der Pyramide }

Die Pyramidenhoéhe ist der Abstand des Punktes S(3 | -6 7) von der Ebene E.

Diesen berechnet man entweder mit der Hesseschen Normalform:

E: ~16x+2y-422=5 | [A|=+15% +2° +42° =/1993

-15x+2y-42z-5

V1993 -0 66

HNF:

‘15l+2- 42.[7]- 5‘

Abstand: h=d(S,E)=
J1993
Man kann dies mit einem CAS in nur zwei Zeilen darstellen. dotP (n, [y])—dotp(n

In der obersten Screenshot-Zeile steht die Normalengleichung von E. 15052 y+42 =5

In der zweiten Zeile steht die HNF, in die S eingesetzt worden ist.

7.974
oder mit dem Lot L von S auf E: L X = (
&
Schnitt von L mit E: 6+2t|-42.[7-42t|=5
Daraus folgt
Und damit erhalt man den LoffuRptWkt F (5,679 | -6,357 | 14,502).
Die Hohe ist dann der B& s Vektors SF:
o 5,679 2,679
h=|SF|= | -6.3 0,357 || =/2,6797 +0,357% + 7,502 ~ 7,97 (LE)
14, 7,502
X 5
Die CAS-Rechnu n@ O ClassPad ist trickreich A H S l:i]’
Zu€rsiNgie malengleichung von E. 15-x-2-y+42-2=-5
3+15t
Dar?wir die Lotgerade als Vektorfunktion definiert. Define lot(t)=[—6—2tl
T+42t

done

etzt die Schnittgleichung von Lot und Ebene [ ]
solve (dotP (n, lot (t) }=dotP(n, [-2]),t)

mit der Lésung t=... {t— 358 }
~T1993
Dann wird der LotfuRpunkt berechnet: lot ()
5.679
F(5,679|-6,357|14,502) l—a. 357]
O 14,502
— 3
Zum Schiuss h =[SF|~ 7,97 (LE) mrm(ans_[_s])
7
T.974

Das beherrschen Schiler selten. Und dann macht CAS auch wieder Spal3.
Dennoch: Die Abstandberechnung mit der HNF ist optimal!
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[ ... und die GréRe des Winkels, der von den Seitenkanten AS und BS eingeschlossen wird. }

ssy GNP
~ ‘AS-BS‘ _ 9 8 112

“[AS|[ps| Va+16+81-i00+64 /101164

cos(y) = cos(ﬁ, @)

121

-1 o
=C0S | —— |~ 29,51
! (\/101-\/181]

Der Rechner CASIO ClassPad hat eine eigene Winkelfunktion ,angle®,

-2 0
angle(|-4(, [-101]}
9 8

224 [Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. J ,

die alles vereinfacht.

Hier bereitet das unregelmaRige Viereck Probleme. Man muss die Grundfl'ai\ \ als Summe
o - - 5 6
2. B. so: G=4-[ABxAD|+1:[CDxCB|=$-| & | 4,5 x| 3 |~33,48 FE
-2 -2

=21 [- 5 6 ]
; H _4.5H3 3
1 1 -2 =2

je Bunkte P, (-3]1]k) mit keR.

zweier Dreiecksflachen berechnen.

Fir Dreiecksflachen verwendet man am besten das Vektorprodukt;

4

CAS-Screenshot:

orm { crossP (

%norm {crossP (

33. 482

2.3 Gegeben sind jetzt weite

2.3.1 ‘Bestimmen Sie den von K so, dass die Vektoren AB und A—F’k orthogonal sind. }

-2\ ( -8
Bedingt&@ ET&:[GJ[ 3 J:O < 16+18+k+2=0 < k=-36
1) \k+2

2.3.2 Be@ﬁ Sie fur jedes der Dreiecke ABP, den Flacheninhalt in Abhangigkeit von k.

Wert von k ist dieser Flacheninhalt minimal.

réchnen Sie fur diesen Wert den Flacheninhalt.

@funktion far das Dreieck ABPy: ———5
6 3

o -2\ ( -8 6(k+2)-3 6k +9 1><k+2
Ao(k)=1-[ABxAR| =3 6 |x| 3 |=1|-8+2(k+2)|=1:]2k-4 _ 8

1) \k+2 _6+48 42 62>< 3

1 k2

An(K) = 136K? + 108k + 81+ 4k? — 16k +16 + 42 + 1764 = 140k + 92k +1861

=2
Diese Funktion wird minimal, wenn der Radikand minimal wird.

Daher definiert man diese Hilfsfunktion r(k)= 40k? + 92k + 1861
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Ableitungen: r'(k)=80k+92, r"(k)=80
Notwendige Bedingung: r'(k)0 < 80k=-92 __2_ 3
80 20
Hinreichende Bedingung: Da r"(-2) >0, liegt ein Minimum vor.
Minimaler Inhalt: As(Z)~2134 (FE)
CAS: [‘2 8
Define a(k)— norm{crossP(|6 |, |3 M
Die Ablaufe entsprechen nicht der 1 ket2
manuellen Rechnung, denn hier habe
ich direkt das Minimum der a(k)
Inhaltsfunktion bestimmt, ohne die 40-k2
Vereinfachung Uber die Radikandfunktion %
zu verwenden. ) d p 4
Define a1(k)=—(a(k)) @
Q done
2.3.3 [ Bestimmen Sie alle Werte von k, Define a2 (k)=-9% &
fur die folgende Aussage gilt: d%
done
Der Punkt H(1|4|5) liegtin der Solve (a1 (a0
jeweiligen Ebene ABP. {k__ﬁ}
~ 20
— E .
A—=" i »o H @
o 20-V410
H 861
| 23
/ al=3¢)
: 21.295

@

ABPy liegen genau d

\ einer Ebene, wenn die Vektoren AB, AP, und AH komplanar sind.

1. Methode: nd AH komplanar, wenn ihre Determinante Null ist.
-2 -8 4| -2 -8
det AB, AP,, ) =| 6 3 6 6 3 = (Manuelle Berechnung nach Sarrus)
P4 1 k+2 7 1 k+2
2 48-24(k+2)+12+12(k +2)+336 = —12k + 234
i ung: -12k +234 =0 k= 2324—195
hode: AB, AP, und AH komplanar, wenn sich AH als Linearkombination durch
AB und AP, darstellen I3sst.

Ansatz: AH=r-AB+s- AP

-4 -2 —2r-8s = 41 —2r-8s=-41 (1)

6 |=r-| 6 |+s- 6r+3s=06 3 = 2r+s=2 (2)

7 1 k+2 r+(k+2)s r+(k+2)s=7] (3)
(1) + (2): 7s=-2 < s=%2. In(2): 2r+%(=2 o 2r=%2 < r=2

In (3):

S4(k+2)-2=7

|7 & 6+2k+4=49 < 2k=39 < k=195

Friedrich Buckel
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3. Methode: Man stellt eine Gleichung von E, auf und macht mit Py die Punktprobe.

- o 5 -2 -8
Ei: x=a+r-AB+s-AR, < X=|-2|+r-| 6 |+s-| 3
-2 1 k+2

1 5 -2 -8
Punkteprobe mit H(1|4|5) 4 |=|-2|+r-| 6 |+s-| 3
5 -2 1 k+2
Diese Vektorgleichung kann man z. B. so als Gleichungssystem schreiben: @
-2r-8s=-4 -2r-8s=-4| (1)
6r+3s=6 |:3 = 2r+s=2 (2) .
r+(k+2)s=7 r+kk+2)s=7| (3)
(1) +(2): Ts=-2 o s=2. In(2; 2+2=2 o 2=2 & r=2 C)
In (3): $4(k+2)-2=7 |7 o 6+2k+4=49 <= 2k=39 @Q¢5

Hinweis: Dieser Rechenweg hat einen anderen Ansatz als in der 2. Metl WA aber
dann schnell zum selben Gleichungssystem. Da man bei der ode keine

Ebenengleichung aufstellen muss, ist diese etwas kiirzer. @

Rechnungen mit CAS:
Man kann bei den gezeigten Methoden auch einen CAS- n&r einsetzen.

Dieser kann einem jedoch nur die Berechnung der iffante (Methode 1)
oder das Losen des Gleichungssystems (Metho d 3) abnehmen.
Dies kann dann so aussehen: oder so:
-2 —§ _4 $ —2r—8g=—4
det ( [6 3 l 6r+3s=>6
1 k+2 7
& +234

r+{k+2)s=7
solve(ans=0, k)

&®+
O/

r,s, k

2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



75161 MV Abitur 2016 Wahlaufgaben mit CAS 21

Losung: A3 Stochastik

Die Verwaltung einer Stadt in Mecklenburg-Vorpommern gab als Veranstalter eines Volksfestes 2008

eine reprasentative Umfrage in Auftrag, die Gber Wirtschaftswert des Volksfestes, Besucherstruktur,

Image und Unterhaltungswert Auskunft geben sollte. Die Uberwiegende Mehrheit der Festbesucher

kam mit 72% aus M-V (M), 9% der Gaste reisten aus den Ubrigen deutschen Bundeslandern (D) an.

Die restlichen 19% der Festgaste kamen aus dem Ausland (A). @

*

M, D, A befragt.
Stellen Sie fur dieses Zufallsexperiment ein vollstdndiges Baumdiagramm auf undo

3.1 | Bei der Umfrage wurden zwei Besucher nach ihrem Herkunftsort mit den AntwortmégliEkeite

geben Sie eine Ergebnismenge Q an. ,

Ergebnismenge: Q:{MM,’M A, DM, DD, DA, AM, AD, AA}

[Berechnen Sie die Wahrscheinliclr§jtemfolgender Ereignisse: }
E1: Beide Besuc axnen aus Mecklenburg-Vorpommern.
P(E, P@} ~0,72% ~0,5184 = 51,84 %
E2: Mi ens Besucher kommt aus dem Ausland.

Dasieg nereignis lautet: E2: Kein Besucher kommt aus dem Ausland.

2)=(1-0,19)" =0,81" = 0,656
§ E2)=1-0,6561=0,3439 = 34,39%
@ er umstandlich so:
{

d
P(E2)=P({MA, DA, AM, AD, AA})=0,72-0,19+0,09-0,19+0,19-(0,72+0,09 +0,19)

=1

P(E2)=(0,72+0,09+1)-0,19 = 0,3439
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3.2

X ist binomial verteilt, da ein Besucher entweder Auslander (p = 0,19) oder kein Auslander (p = 0,8

Die Zufallsgrofie X beschreibt die Anzahl der ausléandischen Besucher bei einer

Befragung von 5 Personen.

Begriinden Sie, dass X als binomialverteilt angesehen werden kann.

Berechnen Sie fur jeden Wert von X die Wahrscheinlichkeit und stellen Sie diese

Wabhrscheinlichkeitsverteilung grafisch dar.

ist. Die Wahrscheinlichkeit dafir ist bei dieser Umfrage konstant.

Wahrscheinlichkeitsverteilung fur X:

CAS: Casio ClassPad

%

& Edit Aktion

—_ P 5 ~
P(X =0)=081 ~0,3487 1] o i Unformugen
D

P(X=1)= G’)o,m-o,sf‘ ~0,4049

P(X=2)= (g).o,mz -0,97 ~0,1919
t

P(X=3)=(gj~0,193-0,812 ~0,0450 tor

Manuell

Weiterfil
Berec u@
cﬁé
g

{Un-)Gleichungen

@,

N\

P(X = 4) = @'0,19“ 10,81 0,0053

binomialPDf
binomialCDf

P(X=5)=0,19° ~ 0,0002

¥erteilun Fortlaufend

Umkehrfkt. 4

v v w w w wv w v

on$

binomialPDf

binomialPDf (0, 5,0.19)
4
binomialPDf (1, 5, g 19)
* 0.4089
. R 4
binomia 2,50 M)

0.0450

bigomialPD
b&fﬂl,&ﬂ.lg)
0.0053

ifomialPDf (5, 5, 0. 19)
0.0002

: nfargns
0.1019 os[o.19 |
5,0.19) Erfolgswahrscheinlichkeit (0<p=<1)

Die 2. Zeile erh$durch Kopieren (Ziehen) der ersten Zeile mit kleiner Korrektur.

Hinweis;

Da

/ & Edit Grafik & (%]
O B EEERE a
. . . Rekursiv] Explizit |
in@ komplette Verteilung gesucht ist, kann man auch anE=pdf (1)
omialfunktion definieren. Das geht z. B. einfach lUber [ bnE: D
_ [ cnE={a=0, b=2, c=—4, d=1}
enl ,Folgen & Reihen*:
Zuerst definiert man die Funktion, die ich pdf(x)
genannt habe. Dann definiere ich eine explizite Folge: . e
a, = pdf(n) und lasse ihre Werte fiir n = 0 bis 5 berechnen: oy
2.0000 0.1919
. o Lo G
Define pdf (x)=binomialPDf (x, 5, 0.19) = o0t R
done
0 [Bz |G
360° Reell |

Friedrich Buckel
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen kann man darstellen

als Histogramm oder als Stabdiagramm:

) P(X=k) P(X=Kk)
0,4 {

=
N

o3
0,14 0,1 C)
i

-~

'W

= =

/
of 1t 2 3 4 5 0 4 5

3.3 Vier Besucher wurden bezlglich ihrer Anfahrt befragt. Ein Gri @Besucher benutzte
offentliche Verkehrsmittel (O), die anderen private Fahrzegge

Geben Sie die folgenden Ereignisse als Teilmengen déy Ergebnismenge an.

E3: Genau drei Personen fahren mit einem private rzeug.
E3 = {OPPP, POPP, PPOP, PPPO
E4: Die dritte Person fahrt mit éﬁentlich{Ver hrsmitteln (Uber die anderen ist nichts bekannt).

E4—{OO|§|O oo@q PO[0j0, PP[OJO, PO[OP, OP[OP, ﬁ,@j

Hinweis: Ich hal &telle mit @ fixiert. Die anderen Stellen belege ich nach

System: Zuerst kein P, dann einmal P, dann zweimal p und

e dreimal P.

[ Formyligref Sie das Gegenereignis von E4 in Worten.]

4 : Die dritte Person fahrt mit einem privaten Fahrzeug.

@Die zugehorige Menge entsteht aus der von E4, indem man die 3. Stelle durch P ersetzt.

Das sind dann auch wieder 8 Ergebnisse, zusammen sind es 16 = 2* Ergebnisse
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3.4 Das Volksfest war ein Fest fur alle Generationen, Jung und Alt feierten gemeinsam.
So hatte die Altersgruppe ,30 Jahre und alter" einen Anteil von 53%.
Weibliche Besucher waren mit 49% vertreten.

Rund 6% aller Festbesucher waren Kinder (unter 14 Jahre).

3.4.1 Man geht bei der Befragung davon aus, dass die Eigenschaften ,Geschlecht" und

,,Alter" voneinander unabhangig sind.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass bei einer Befragung die Person 6®

Eq: mannlich und ,unter 30" ist.
Eo: weiblich und nicht ,unter 30" ist. ¢
Es sei u = unter 30 p 4
Gegeben ist also P(G) =0,53 und P(w)=0,49 = P(m)=0,51. @
Gesucht ist: P(E,)=P(mnu)=P(m)-P(u)=0,51-0,47 ~ 0, Yo
Hier gilt der Multiplikationssatz fur das nis weil die
Ereignisse stochastisch unabhangi
P(E,) =P(w nu)=P(w)-P(u) = 0,49 4,59 0,2597 ~ 26%
L 4
Am Eingang einer bei allen Festbesuchern besonders hghig&et? Attraktion wird gepruft, wie viele der

Besucher Kinder sind.

3.4.2 Es werden 120 Besucher dieser Attra@fragt. Die Befragung kann als Bernoulli-Kette

aufgefasst werden. .
*

[ Mit wie vielen Kindern m i Prifung gerechnet werden? ]

X sei die Anzahl der gifNler.

Gegeben: p= ,06 .
Umfan% be: n=120.

Erwartungswygt: E(X)=n-p=0,06-120=7,2

Be n Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass unter den 120 Befragten ]

enau 10 Kinder sind: ~ P(E;)=P(X=10)= (%’j -0,06"-0,94% ~ 0,0777

binomialPDf (10, 120, 0. 06)
0.0777

E,: mindestens 2, aber weniger als 8 Kinder gefunden werden:
P(E4) = P(2 <X< 7) ~0,7332

binomialCDf (2, 7, 120, 0. 06)
0.5629
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3.4.3 | Berechnen Sie, wie viele Personen befragt werden missen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 80% mindestens zwei Kinder unter den Besuchern

zu finden.

Gesucht ist der Umfang n der Stichprobe.
X sei die Anzahl der Kinder. X ist binomial verteilt mit p = 0,06.

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens 2 Kinder zu finden, berechnet man so: 6@

P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X=0)-P(X=1)
Dabei ist P(X=0)=0,94" 6

" P(X:U:(?)'O’oe'o’g““ ~n-0,06-0,94"" /0

Also gilt: P(X22)=1-0,94"-n-0,06-0,94"" Q@
Und es gilt die Bedingung:  P(X>2)>0,8 \
d. h. 1-0,94" —n-0,06-0,94"" > @'

Es zeigt sich, dass die CAS-Rechner damit Uberfordert

Also muss man die Ungleichung durch Probieren IGseq. ¢
. . inomialCDf (2, 50, 50, 0. 06)

3 Methoden fiir CASIO ClassPad $
0.8100
1. Berechnen einige BinomialCDf-Werte: : ; Rronial CRAZERE )

0. 8009
binomialCDf ( 2, 48, 48, 0. 06)
\ 0.7915
2. Definition einer Binomialfun @ er man Define g(n)=binomialCDf(2,n,n, 0.06)
d
einige Werte berechnen asst g(50) w

0.8100
g(49)
@ 0. 8009

e(48)
0.7915

i er Binomialfunktion, mit der man

Rekursiv| Explizit
anE=g(n)
belle anzeigen lasst. [ buE: O

nti Folgen & Reihen) [] cnE={a=0,b=2, c=—4, d=1}

Folge definiert und deren

rgebnis: Fir n>49 ist P(X>2)>0,8.

Man muss also mindestens 49 Personen befragen.
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Losung: B1 Analysis und Stochastik 4,

Rand

In einem kartesischen Koordinatensystem wird

1
|
eine Flache durch die Graphen der Funktionen f ]I
und a, die x-Achse sowie die Geraden x; = -1 Boden ’/ 1:
und x, =k (k > 0) begrenzt. 3 K
Esgilt f(x)=13Vx und a(x)=-0,001x*-0,002 x* +0,35 x+2 mit kxeR. @

Diese Flache erzeugt bei der Rotation um die x-Achse einen Kdrper. Hierbei stellen im Achs@i‘
es

(siehe Zeichnung) der Graph von f die Innenwand und der Graph von a die Auflenwand ej
dar. Die Geraden bilden den Boden bzw. den oberen Rand des Glases. C)

v

Die Dicke der Glaswand wird fur x > 0 zwischen Aufden- und Innenwand parallel z@yden
gemessen; die Héhe vom Boden aus. Dabei entspricht eine Einheit einem W .
Um Isolierglaser herzustellen, wird der Raum, den die rotierende Flache e& evakuiert.

1.1 | Ermitteln Sie den Innendurchmesser des Glases in einer Hohgayo m. Berechnen Sie die

Hoéhe des Glases unter der Voraussetzung, dass der Ran mm stark ist.

Vom Boden (links) aus gemessen befindet sich die Héhe bewx = 5.

pen(6) =2-F(5) =2,6-+/5 ~5,82cm

it Aktion Interaktiv

b o] [ T9T]

Die Dicke des Glases wird beschrieben durch Define a(x)=—0.001x3-0. 002x2+0. 35x+2
die Funktion d mit d(x)=a(x)~f(x) done

Define f{x)=1.3vx

* d
. one

Mit CAS ermittelt man: Define d{(x)=a{x)—f(x)
done
Die Dicke des Glases Qetr m d(x)

agt
3 2
bei x ~ 9,94 cm, d.h. r 4 cm .
e )

ist die Hohe des@ gerundet: 10,9 cm. Solve (d(x)=0. 2, x)

Weisen Sie nach, dafy die Dicke der Glaswand von £ Edit 7oom Analyse b 4
betrachtet stéindig geringer wird. A E EEI B EE E e

v1F (k)

—

{x=9. 9435}

x]

Zu is
h da ,mein“ CAS die Gleichung e

>0 nicht I6sen kann, wahle ich die graphische

, dass die Funktion d streng monoton

osung. Man erkennt, dass d(x) >0 ist fiir

0 < x<10,87 und abnimmt!

| ————— = Nulls

, o _ «20 sehsis | Sy | © TE
Da gibt es nun ein kleines Problem, denn bei der | | Bs
ermittelten Glashéhe von 10,94 cm kann die Dicke Blatt1TBIattZTBIatt3TBIatt4TBIatt5]

des Glases in der Hohe 10,87 cm nicht Null sein. Mvl=d{x) —1
[0

Hier stot das mathematische Modell an seine Grenzen.
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1.2 | Dieses etwa 11 cm hohe Glas soll zu zwei Dritteln des mdglichen Gesamtvolumens
mit Flussigkeit gefullt werden.
Ermitteln Sie, wie weit die Flussigkeit unterhalb des Randes steht.
Das maximale Gesamtvolumen des gefiillten Glases ist das Volumen eines Rotationskdrpers.
V=r- j(f )yPdx = - j169 x dx = +:169-x ] =+-169n ~ 265,46 (cm”)
Volumenfunktion bei beliebiger Fillhéhe h: 6@
h h
V= n-j(f(x))zdx = n.j1,69-x dx = no%~1,69~[x2]z =L.1697-h? 6,
0 0
Die Fullmenge soll zwei Drittel von 265,46 cm?® sein: Q
4169 -h* =£.265,46 @’
Ergebnis (CAS): h=8,16 (cm)
Das sind ca. 1,8 cm unterhalb des Randes (bei2 3
[ Berechnen Sie die Groflie des evakuierten Raumes. ]
Ich nehme an, dass damit das Volumen des massiven$glasptaterials gemeint ist.
Volumen des vollen Glases inklusive Glasmateri
10 7:[1 (a(x))2dx
V= nj(a(x)) dx ~ 396,41 (cm -1
b 396. 41
abziglich Fillvolumen: Ans=269. 46 130,95
Ergebnis:  Vgiasmenge ~ 131 gfn3 K
~
1.3 | In der H6he von 8,5 cm wir rzierung ein Schliff parallel zum Boden rund um das Glas
ausgefiihrt. Drei weite hliffe flihren von diesem ersten aus senkrecht bis zum Boden.
Berechnen Sie di Anbringen aller dieser Verzierungen, wenn fir 1 cm
etwa 6 SelgnhdeRdepotigt werden.
Der 1. Schliff istyne reislinie bei x = 7,5. Der Radius ist a(7,5) . Die Lange der Linie ist der
Kreisumfa L, =2r-a(7,5)~2n-4,09~ 257 (cm) 2m¥a(7.5)
25.7022
Die fleieiteren Schliffe haben die Lange des Kurvenbogens Define al(x)=i(a(x))
@— (x) von x=-1bis x=7,5: . s done
f 1 V1+al (x)) 2dx
L, —I1[1+ dx 886 Cm 8.8574
Ikans+25. 7
Gesamtlange: L =L1+3.L2~523cm - oe e
313. 6330

Bendtigte Zeit: t=52,3-6s~314 s=5,23min =5min 14s
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Stochastik-Teil

1.4  Man weild aus Erfahrung, dass bei der Produktion dieser Isolierglaser fehlerhafte Produkte mit

einer Wahrscheinlichkeit von etwa 1,5 % auftreten. Eine Tagesproduktion umfasst 2000 Glaser.

1.4.1 | Geben Sie den Erwartungswert an und berechnen Sie die Standardabweichung flr

die zufallige Anzahl fehlerhafter Glaser in einer Tagesproduktion.

Es sei X die Anzahl der fehlerhaften Isolierglaser. X ist binomial verteilt mit p ~1,5% = 0,015 6@
Umfang der Stichprobe: n=2000.
Erwartungswert: E(X)=n-p=2000-0,015 =30 6’
Standardabweichung:  o(X)=/n-p-(1-p) = \/30-0,985 ~ 5,44 Q
1.4.2 | Ermitteln Sie die Hochstzahl fehlerhafter Glaser in der Tagesproduktion, b@mr
man mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % noch davon aus W dass
sich die Fehlerquote nicht erhoht hat. g&

Vorarbeit: %

Umfang der Stichprobe: n = 2000
X = Anzahl der fehlerhaften Isolierglaser. X ist.biRomigal verteilt mit p = 1,5% = 0,015.
Erwartungswert E(X)=30

Ergebnismenge von X:

L 30| ;k|k+1;..2000 }

A
Testansatz:
Nullhypothese: P p<0,015
L 4
Um die Entscheidun n zu bestimmen ist das Signifikanzniveau 5% gegeben.

Es soll also geltK P(A)<0,05, d.h. P(X>k+1)<0,05

1-P(X<k)<0,05 bzw. P(X<k)>0.95

Umstellen: a
Die Lésung diese U@ ng hangt davon ab, welche Hilfsmittel man zur Verfiigung hat.
n&ur

(1) Manka robieren finden: binomialCDf (0, 38, 2000, 0.015)
Erg?nis. k=39. o 0.936612
binomialCDf (0, 39, 2000, 0.015)
Q 0.955004
(2) eine Folge definieren und deren Wertetafel
i | : Defi =binomialCDf (0, n, 2000, 0. 015 Fghursiv] Exlzt |
armgeigen lassen: efine g(n)=binomia (0,n, , 0. ) —I5 (9 anE=g(n)
done| |y g:p
Manche Rechner besitzen aber auch die inverse Funktion [JenE: O
zu BinomialCDF. invBinomialCDF
. prob __0.95
Der Rechner berechnet aus der Gleichung Unfang |
P(X <k)=0,95 einen Naherungswert fiir k, pos
. - . . B = = n anE
hier k . 39. Man uberprift dann, dass invBinomialCDf (0. 95, 2000, 0. 015) SRR Tl
auch gilt P(X <39)>0.95 39. 00 37.0000 0.9126
38.0000 0.9366 ]
. : 39,0000 0.9550
Damit lautet der Annahmebereich 0000 0000
A={0;1;...;39}. 41.0000 0.9787
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Losung B2 Analytische Geometrie

In einem kartesischen Koordinatensystem kann die Lage der Startbahn eines Flughafens
folgendermalen beschrieben werden: Die x-Achse verlduft von Westen nach Osten und die y-Achse
von Siden nach Norden. Die z-Koordinate entspricht der Hohe (alle Einheiten in km). Die 3,5 km

lange Startbahn beginnt im Koordinatenursprung und verlauft in Nord-Ost-Richtung, die Spitze eines

Sendemastes befindet sich im Punkt S(-1|-1/0,02). E @

Die bei den nachfolgenden Flugzeugen betrachteten Abschnitte von Flugbahnen werden als
Geraden modelliert. *
Ein Flugzeug 1 fliegt in der Startphase von A(6]6|1) nach B(18]18]2), ein Flugzeug #Be t
sich im Landeanflug von Punkt C(-20|-22]6) in Richtung zum Punkt D(-8|-10 | 5),

2.1 EBerechnen Sie den Steigungswinkel von Flugzeug 1 auf dem Weg vq,

Hier sucht man den Winkel zwischen der Fluggeraden (AB) und deE ne.

12) (0
12]-| 0
|AB n| 1][1

|AB| IA| © 1441144 +1 1 \/289

sin (o) =

2.2 | Zum selben Zeitpunkt, in dem sich Flugzeu unkt A befindet, passiert Flugzeug 2 den
Punkt C. Nach welcher Zeit haben belde F ge die gleiche Flughdhe, wenn man
voraussetzt, dass sich beide mit einer a en Geschwindigkeit von 250 km/h bewegen.

Da sie gleich schnell fliegen kann
man fir beide Geraden t verwenden.

Flugbahn 1: ® t ist die vergangene Zeit nach
Passieren der Punkte A bzw. C.
—20

Flugbahn 2:

—1

CcD
Gleiche I—&t@t gleiche z-Koordinaten: 1+t=6-t < 2t=5 < t=25.

Nun ist t nochWginer Zeiteinheit zuzuordnen. Man muss sie aus der zuriickgelegten Strecke

und bﬁebenen Geschwindigkeit berechnen.
- (6 12 36
X,(25)=x=|6|+25-{12|=|36 | d.h. P,(36|36]35)

1 1 3,5
S :
Zuriickgelegte Wegstrecke: |AP | —J/900+900+6,25 ~ 425 (km)
2 5
Geschwindigkeit: v =250+
e s s 425
Gleichférmige Bewegung: v=— = t=—=—"—h=0,177h=10,2min
t v 250

Ergebnis:  Nach 10,2 Minuten befinden sich die Flugzeuge auf gleicher Hohe.
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2.3 [ Bestimmen Sie die kurzeste Entfernung des zweiten Flugzeuges zur Spitze des Sendemastes. ]

20 12
Gegeben: Flugbahn des 2. Flugzeugs: g: X, = {—22] +1t- {1 2]
6 -1

Spitze des Sendemastes: S(-1]-1]0,02)

Gesucht: Abstand des Punktes S von g.
2 Losungsmethoden: (Siehe Text 64150)

1. Methode: mit Lotebene durch S, senkrecht zu g.

Der Richtungsvektor von g wird zum Normalenvektor von E.

12x+12y -z =d
Punktprobe mit S(-1|-1/0,02):

d=-12-12-0,02=-24,02
Lotebene E;: 12x +12y —z =-24,02

Schneidet man E_ mit g, erhalt man den LotfulRpunkt F:

12.|-20 +12t| +12-|-22 + 12t| - |6 — 1]

289t=48598 = t= 48598 *
289

. (-20 12
LotfuBpunkt: f= [-22} + -[12
6 —

Gesuchter Abstand: =|8F

Hier eine raffinierte CAS-Lg sung ser Methode:

Zuerst wird g als Fu mk t definiert.
Dann zei r alengle|chung der Lotebene:

b S
Sie heildt

Nun sgh ﬂe ich gund E_, indem ich g(t)
flr X @ ptze.

ie (\Jsung istt= 1,68
@ en Schnittpunkt F erhalt man durch g(1,68).

Der gesuchte Abstand ist d = |SF| = |? - §| =4,53 (km)

Wenn man schon so tolle Rectner hat, sollte
man auch richtiy mdit i gehen binnen!

AN E @
—
— — -
F L 2
9.7
2
= F(0,16|—1,84|4,32)
= 1167 +0,842 + 4,32 ~ 4,53 (km)
=20+12t
Define g(t)=|-22+12t
6-t
done
12 X
dotP( 12}. Y])=—24.02
-1 z
12.00sx+12. 00-y—z=-24.,02
[12
Solve (dotP ( 12],g(t))=—24.02,t)
| -1
{t=1.68}
g(1.68)
0.16
[—1.84}
4.32
-1
norm(g(l.BS)—[—l ])
0.02
4.53
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2. Methode: Die operative Methode.
a

u
Man wahlt als Vorstadium fiir den LotfuBpunkt F einen

Xiw._

-20 12 RN
beliebigen Punkt der Geraden g: X, =| 22 |+t-| 12|, .
6 -1 . D
. L Lotvektor
namlich X(-20+12t|-22+12t|6-t).
_ (-20+12t -1 -19+12t g @
Dann berechnet man SX=|-22+12t |-| -1 [=| -21+12t|.
6-t 0,02 5,98 —t

Unter der Bedingung:
F wird:

. — ¢
SF.-u=0 erreicht man, dass SX L g wird, d. h. dass X zum Lotft

~19+12t) (12
21412t [{12|=0 < 12-(—19+12t)+12~(—21+1®,98—t):0
598t | (-1

d. h. t=1,68
Nebenrechnung mit CAS:

Zuerst wird die Geradengleichung als g(t)
definiert.

Dann I6st man die Bedingung fur die
Orthogonalitat.

Zu t = 1,68 gehort der LotfuRpunkt: $

F(0,16| -1,84 | 4,32)

KA
Gesucht ist der Abstand S &

also d(S,g) = |§:l =4,83km

Define g(t):@t t]
done
-1 12
(mmP(g(t)—[—l ],[12‘)=0,t)
0.021 [-1
{t=1.68}
g(1.68)
0.16
[—1.84‘
4,32
-1
norm(g(l.GS)—[—l ])
0.02
4,53

2.4 [Begrﬂnden ' @kr Punkt E(2]2]0) auf der Startbahn liegt. ]

Die 3,5 km laNge Startbahn beginnt im Koordinatenursprung und verlauft in Nord-Ost-Richtung.

/ (1 i)
Richektor fur die Richtung NO ist; v =] 1 s
0

2

3 4 Nord

0 1 1
@ artbahn: f(:{OJ+s-(1J bzw. nur f(:s.[1]. it
0 0 0 A0 L
s

Der zulassige Parameter wird durch die Angabe 3,5 km

Ost
eingeschrankt. Wegen |\7| =2 gilt
s V2 <35 o s<o2_2475,
V2
E liegt also auf der Startbahn, wenn fur seinen Parameter gilt: 0<s<2,475

Punktprobe:

g

0

1
[1] & s=2,d. h. Eliegt auf der Startbahn.

Friedrich Buckel
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Gaste auf der Besucherterrasse des Flughafengebaudes haben den Start von Flugzeug 1 beobachtet.
Es war deutlich zu erkennen, dass das Flugzeug vom Abheben von der Startbahn bis zum Punkt A

deutlich steiler aufgestiegen ist als spater von A nach B.

[ Ein Gast behauptet: Das waren ja mindestens 30 Grad". Uberpriifen Sie diese Behauptung. ]

Uberlegung: Hebt F1 erst am Ende der Startbahn ab, dann erhalt man den maximalen Winkel:

Den Endpunkt der Startbahn erhalt man fiir s = 2,475: a @

) 1) (2475
7-2475.|1|=|2475| < Z(2,475|2,475]0):
0 0 S
__ (8) (2475) (3525
Dannist ZA =|6 |-| 2475 |=| 3,525
1 0 1 /

- <o25)- 1)1 @

0 1

1 3,525
11 3,5125
0 7,05 7,05
cos(B,) = = ’ ~11,34°
(B1) \/5'\/2-3,5252 +1? \E-\/25,85 @ \/— /25,85

Ergebnis:  Die Behauptung des Gastes ist falsc

Spater hat sich ein drittes Flugzeug von dieser St nwvom Startpunkt E aus mit einem konstanten
Steigungswinkel von 10,5° zum Punkt A bew timmen Sie die Koordinaten von E.
Ansatz: E(s|s|0) K
1Y(6-s
Damit erhalt man als Stelg eI B; = <):(v EA) 1[|6-s
0 1
W 122

mit

sz 6-s) +1 _\/—-\/2-(6—s)z+1

[12-2s] o
° ist, folgt: =c0s(10,57)
V2 - [2-(6-s) +1

CA Die 1. Zeile verwendet die nur bei CASIO 17 T6=s
@ vorgesehene Funktion angle, mit der man Solve(angle([ll [6—sl)=10. 5,s)

einen Winkel zwischen zwei Vektoren

berechnet. (s=2. 18}
Dle_2. Zeile 16st die man_l_JeII farstellte Solve(—absU2=28)  _ 10 5).¢)
Gleichung. s = 9,82 gehdrt nicht mehr zur V%Y 2(6-5) 2+1

Landebahn. {s=2.18,5=9. 82}

Daraus folgt E:

1
é:2,18-{1} = E(218]218]0)
0
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2.5

Flacheninhalt eines Dreiecks:

Projektion des Dreiecks auf den Terrassenboden. @

Flacheninhalt e"es rojizierten Dreiecks:

Die Besucherterrasse wird von einem Sonnensegel in Dreiecksform beschattet. Bei leerer
Terrasse fallt der Schatten des Segels vollstandig auf den Terrassenboden. Der Boden liegt in
der Ebene T mit der Gleichung: z-0,01=0. Die Eckpunkte des Sonnensegels befinden sich in
den Punkten U(0,50,005|0,015), V(0,49]00,012), W(0,51/0]0,012).

3
Die Sonnenstrahlen verlaufen in Richtung [—ZJ
-1

|

Berechnen Sie die GroRe der Fliche des Sonnensegels in m? }

Vergleichen Sie diese GrolRe mit der GroRe des Schattens des Sonnensegels.

Ao =[OV xUW| = £- — 1. ~58,31 (m?)

SHE )

Achtung: Ich habe dazu die Koordinaten von km in m umgerechnet!

58.31

500
Projektionsgerade fiir U(500 |5]15): X = [ 5 ]4‘ r@
15

Schnitt mit z=10 15-r=10 = r=5

3
Projektionsgerade fiir V(490 |012): $ JH(—z]
-1
* 490 3
Schnitt mit z=10 129r = r=2 = V'=| 0 [+2/-2| = V'(496]|-4]10)
12 -
510 3
Projektionsgerade fur 0|0|12): Xx=| 0 |+r| -2
12 -1

(510 3
12-r=10 = r=2 = w'=| 0 [+2/-2| = W'(516]-4]10)

Q |U—V><U—W|=%

u' b 7

5
crossp( |1 L (1)
=10 (mz) 0 0

HE

nis: norm (ans) /2

0.00
0.00
—20.00

10. 00

Die Schattenflache ist kleiner als die Flache des Sonnensegels.
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